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บทคัดยอ 
 

 การศึกษาครั้งนี้เปนการวิจยัเชิงปฏิบัติการ    มีจุดประสงคของการศึกษาเพื่อศึกษา พฤตกิรรมของ   นักศึกษาครู 
สาขาคณิตศาสตร ที่มีความรูความสามารถในการใชโปรแกรมสําเร็จรูป   The Geometer’s Sketchpad (GSP)  ในระดับด ี   
ตอการแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันโดยใช GSP   และพฒันา โมเดลการแกโจทยปญหาที่เหมาะสม     จาก 
การศึกษาในครั้งนี้ไดพบขอเท็จจริงของพฤติกรรมของนักศึกษา   และโมเดลของการแกโจทยปญหา คาสูงสุดต่ําสุดของ 
ฟงกชันโดยใช GSP    ซ่ึงจะนําโมเดลดังกลาว       ไปใช ในการศึกษาวจิัย    กับนักศกึษาชั้นปที่ 1       สาขาวิทยาศาสตร   
คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา  ตอไป 
 

Abstract 
 

The  purpose   of  this  study, which is a action research, is to study a behavior of the teaching 
students in the field of Mathematics, who are able to use the Geometer's Sketchpad (GSP)      well  in  
solving  the maximum  and  minimum value problems  by  using  GSP   and     developing models of 
solving problems properly. The fact found from this study will be used in  the  study  of  the  first year  
university students in Science,     the Faculty of Science and Technology, Suan Sunandha Rajaphat 
University, in the future. 
 



คําสําคัญ    1.  โจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน 
     2.  The Geometer’s Sketchpad (GSP) 
 

1.  ความเปนมา 
 การปฏิรูปการเรียนการสอนดานคณิตศาสตรยังมีความสาํคัญเปนอยางยิ่ง   สําหรับประเทศที่กําลังพัฒนา ไทยก็ 
เปนประเทศหนึ่งที่จะตองใหความสําคัญกับเรื่องนี้เปนอยางมาก  ถึงแมวาจะมีเปลี่ยนแปลงหลกัสูตร ใหเหมาะสม 
อยางไรก็ตามยังไมสมารถที่จะพัฒนาผูเรียนคณิตศาสตรใหเปนผูที่มีความคิดอยาง เปนเหตุเปนผล  วิเคราะหหรือ 
สังเคราะหได ตามจุดมุงหมายของหลักสูตรสาระการเรียนรูคณิตศาสตรใน ชวงชั้นตาง ๆ  และยิ่งเปนการคิด 
แกโจทยปญหาที่เกี่ยวของกบัชีวิตประจําวนั ก็ดวูาเปนเรื่องที่สามารถทําได ไมงายนัก    เมื่อมีโอกาส ไดพบกนั ระหวาง 
นักการศึกษา ครู อาจารยไมวาจะเปนระดับการศึกษาขัน้ พื้นฐาน  หรือขั้นอุดมศกึษาก็มกัจะพดูเปนเสียงเดียวกันวา    
มาตรฐานการเรียนรูของนักเรียน นักศกึษาดูเหมือนกับ มแีนวโนมที่จะต่ําลงเรื่อย ๆ จนนาเปนหวง  ถึงแมวา ในระดับ 
เวทีสากลนั้นนักเรียนของไทยเราสามารถ ควาเหรยีญทองหรือเหรียญรางวัลตาง ๆ จากการแขงขันโอลิมปควิชาการ    
ของแตละปกต็าม นั่นเปนเพียง สวนนอยเมื่อเทียบกับนกัเรียน นกัศึกษาทั้งประเทศ         บางคนก็วเิคราะห หาสาเหตุ 
เพื่อเปนแนวทางในการ แกไข ปญหาดังกลาว  เชนบางคนอางวานาจะเปนเพราะครู  อาจารยที่สอนคณิตศาสตร 
ไมสอนใหเด็กไดคิด ดวยตนเอง  ชอบสอนแบบสรุปหรือติว เพื่อใหเด็กไดคะแนนจากการสอบคัดเลือกมาก ๆโดย 
ไมเนนเรื่องของ ทักษะ/ กระบวนการคิดทางคณิตศาสตรใหกับนักเรยีนมาตั้งแตระดับประถมศึกษา พอมาเรียนในระดบั 
ที่สูงขึ้น  ก็มักจะใชวิธีการแบบเดิม ๆ ที่เคยเรียน  จึงทําใหไมมีทักษะ/กระบวนการทางคณิตศาสตรเทาที่ควร     ทําให 
ไมสามารถแกโจทยปญหาตาง ๆ ได  ดวยสาเหตุดังกลาวนี้และจากประสบการณการเรียน การสอนคณิตศาสตรมากวา 
30 ป ไมวาจะเปนการเรยีนการสอนในระดับชวงชัน้ตาง ๆ ทัง้หลักสูตรของไทย หลักสูตรนานาชาติ ที่สอน 
ในประเทศไทย อีกทั้งหลักสตูรของตางประเทศ และจากการอบรม การศึกษา ดวยตนเองทําใหขาพเจาศึกษาหาแนวทาง 
ในการพัฒนาทักษะ/ กระบวนการทางคณติศาสตร เพื่อนํามา ใช ในการแกโจทยปญหา คาสูงสุดต่ําสุดของ ฟงกชัน 
โดยใชโปรแกรมสําเร็จรูปทางคณิตศาสตรThe Geometer’s Sketchpad ซ่ึงเปน โปรแกรมที่ ไดรับความนิยม 
อยางแพรหลายกับนกัเรียน นักศึกษาของไทย เราทุกระดบัชั้น  อีกทั้งยังเปนโปรแกรมที่สามารถจัดหาหรือซ้ือโปรแกรม 
ไดอยางถูกตองตามลิขสิทธิ์งาย  

โดยการนํามาพัฒนาเปนกรณีศึกษากับนกัศึกษาปริญญาโทสาขาวิชาคณิตศาสตรศึกษาสารสนเทศ   2 คน  
 นักศึกษา เอกคณิตศาสตร คณะครุศาสตรจํานวน 33 คน ซ่ึงเปนนกัศึกษาที่มีความรูความสามารถ ในการใชโปแกรม 
GSP อยู ในระดับด ี เพราะวานักศกึษาทกุคน ไดเรียนการใชโปรแกรม GSP มาตลอด   1 ภาคเรียน และทุกคน ไดเรียน 
เร่ือง การแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันมาแลวทุกคน โดยมี วัตถุประสงค  2 ประการ คือประการแรก 



เพื่อศึกษาการนําโปรแกรม GSP มาใชใน การแกโจทยปญหา คาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน   ของนักศึกษาทีม่ีทักษะ 
การใชโปรแกรม GSP  ประการที่สอง เพื่อพัฒนาโมเดล การแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน โดยใช GSP   
ซ่ึงผลที่คาดวาจะไดจากการพัฒนาโมเดลของการแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันที่สามารถนํามาใชประกอบ
การสอนเรื่องการแกโจทยปญหา สําหรับ นักศึกษาในคณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีทุกสาขาวิชา ซ่ึงเปนการ 
ฝกทักษะ /กระบวนทาง คณติศาสตร มาใชใน การแกโจทยปญหาดังกลาว  
 

2.  ขั้นตอนการสรางโมเดลการแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันโดยใช (GSP)  
ผูวิจัยไดกําหนดความหมายของปญหาไววา หมายถึง สถานการณที่เผชิญอยูและตองการคนหาคาํตอบโดยที่ 

ยังไมทราบวิธีการหรือขั้นตอนที่จะไดมาซึ่งคําตอบในทันทีทันใด สวนปญหาทางคณิตศาสตร กห็มายถึง ปญหา ตาง ๆ 
ที่เกี่ยวของกับคณิตศาสตร  และการแกปญหาทางคณิตศาสตร หมายถึงกระบวนการ  ในการประยุกต ความรู 
ทางคณิตศาสตร  ขั้นตอน/กระบวนการแกปญหา  ยุทธวิธีแกปญหาและประสบการณ ที่มีอยูไปใชในการคนหาคําตอบ 
ของปญหาคณติศาสตร(สสวท. 2550 : 7) บุคคลที่ไดรับการกลาวถึง ผลงานของทานมาก คือโพลยา(Polya ,1962 : V)  
ไดอธิบายความหมายของการแกปญหาอยางงายๆ ดังนี ้ คือ การแกปญหาเปรียบเสมือนกับการฝกหัดอยางเปนศิลปะ 
เชนเดยีวกับการฝกวายน้ํา การเลนสก ี หรือการ เลนเปยโน ซ่ึงเปนการเลียนแบบและการฝกทักษะอยางสม่ําเสมอ 
ดังนัน้โพลยาจงึไดสรุปขั้นตอนของ การแกปญหาไวทั้งหมด 4 ขั้นตอนดังนี้ คือ 
  ขั้นที่ 1 ขั้นทําความเขาใจปญหา 
    ขั้นที่ 2 ขั้นวางแผนการแกปญหา 
   ขั้นที่ 3 ขั้นดําเนินการตามแผน  
  ขั้นที่ 4 ขั้นตรวจสอบผล 
 จากแนวทางการแกโจทยปญหาของโพลยา สามารถนํามาใชเปนแนวทางในการแกโจทยปญหา คาสูงสุด 
ต่ําสุดของฟงกชันซึ่งการแกโจทยปญหาเกี่ยวกับการหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันซึ่งเปนการประยกุตของอนุพันธ 
ของฟงกชัน ซ่ึงประกอบดวยขั้นตอนดังนี้คอื  (James Stewart , 2003 : 278) 
 ขั้นที่ 1 ขั้นทําความเขาใจปญหา 

ขั้นที่ 2 เขียนแผนภาพเพื่อแสดงสิ่งที่เกี่ยวของ 
ขั้นที่ 3 กําหนดสัญลักษณของตัวแปรหรือปริมาณที่ตองการคาสูงสุดหรือต่ําสุด 
ขั้นที่ 4 กําหนด Q ใหอยูในรูปในพจนของปริมาณที่เกีย่วของทั้งหมด 
ขั้นที่ 5 สรางฟงกชัน f(x) ซ่ึงเปนฟงกชันตวัแปรเดยีวจากขั้นที่ 3 
ขั้นที่ 6 ใชกระบวนการหาคาสูงสุดหรือต่ําสุดสัมบูรณ 



เนื่องจากนักศกึษาทุกคนมีความรูความสามารถในการใชโปรแกรม GSP อยูในระดับดี ทําใหผูวิจยั 
ตองการนําความรูทั้งสองอยางมาบูรณาการ ซ่ึงจะทําใหนักศึกษานําวธีิการดังกลาวไปใชประกอบการเรียน 

การสอน คณิตศาสตรในสวนของทักษะ/ กระบวนการทางคณิตศาสตร โดยเริ่มตนจากการใหโจทยปญหาที่เปน 
ภาษาอังกฤษคนละ 1 ขอไมซํ้ากัน ใหเวลาในการสงภายในเวลา 1 สัปดาห        โดยกําหนดหวัขอในการแกโจทยปญหา 
ไวชัดเจน และนักศึกษาสามารถสอบถามขอสงสัยดานเนื้อหาคณิตศาสตรกับผูวิจยัไดโมเดล ของการแกโจทยปญหา 
ดังกลาวที่ผูวจิยัพัฒนา มีขั้นตอนดังตอไปนี้ 

1. แปลโจทยปญหาจากภาษาองักฤษเปนภาษาไทย  และทําความเขาใจปญหา 
2. กําหนดปริมาณที่เกีย่วของจากโจทยปญหาเพื่อกําหนดเปนตัวแปรตนและตัวแปตามพรอมระบุหนวย 

ของปริมาณทั้งหมด 
3. สรางฟงกชันแสดงความสัมพันธระหวางตวัแปรตนและตัวแปรตามในรูปของฟงกชันหนึ่ง    ตวัแปร 

และบอกโดเมนของฟงกชันได 
4. สรางแผนภาพหรือรูป อาจจะเปนรูปสองมติิหรือสามมิติก็ไดโดยใชโปรแกรม GSP 

5. สรางตารางแสดงคาของตัวแปรตนและตวัแปรตาม  แลวลงจุดจากตารางในระบบพกิดัฉาก 
6. สรางรอยขีดและโลคัสหรือทางเดินของจดุ แสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรตนและตัวแปรตาม   ใน 

ระบบพิกัดฉาก 
7. เขียนกราฟของฟงกชันในขอ 3  
8. หาคาของตัวแปรตนที่ทําใหไดคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันภายใตโดเมนที่กําหนดไว 
9. ตรวจสอบคําตอบดวยวิธีการทางแคลคูลัสและเรียบเรียงวธีิการแกปญหา 
10. นาํเสนอวิธีการแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันพรอมทั้งสรุปขอเท็จจริงหรือทฤษฎีที่คนพบ 

ซ่ึงสามารถนําไปประยกุตใชกับโจทยปญหาที่มีลักษณะคลายกันได 
 
 

 ผูวิจัยนําโมเดลขางตนมาสรางเปนตัวอยางโดยไมอธิบายวิธีการสรางใด ๆ นักศึกษาตองศึกษาและหาแนวทาง 
การสรางจากความรูการใชเครื่องมือ GSP ที่ไดเรียนไปดวยตนเอง นักศึกษาเกือบทุกคนจะเขา เว็ปไซต 
http://www.web.ssru.ac.th/ubon/   ซ่ึงตัวอยางที่นาํเสนอทั้งหมดจะประกอบดวย 10 ขั้นตอนแตไมไดบอกอยาง 
ชัดเจนวาเปนขั้นตอนที่เทาไร เพราะตองการใหนกัศกึษารูจักการสังเกตและการวเิคราะห เชนตัวอยางดังตอไปนี ้ 
ซ่ึงผูวิจัยมีขั้นตอนการแกปญหาดังตอไปนี้ 
 
 



ขั้นที่ 1 แปลโจทย  

 

                               
 จากสิ่งที่โจทยกําหนดใหตองการทราบวาสวนของเสนตรงเสนหนึ่งที่แบงออกเปน 3 สวนเทา ๆ กัน ถาพับ 
สวนที่อยูทางซายและทางขวาขึ้นไปเปนมมุขนาดตาง ๆ กัน ทําใหสวนของเสนตรงทั้ง 3 สวน ประกอบ เปนรูป 
ส่ีเหล่ียมคางหมูที่มีขนาดของพื้นที่แตกตางกันออกไปทัง้นี้ขึ้นอยูกับขนาดของมุมทีพ่ับขึ้นไปแลวขนาดของมุม ดังกลาว  
จะเปนเทาใด จึงจะทําใหรูปสี่เหล่ียมคางหมูมีพื้นที่มากทีสุ่ด 
 
ขั้นที่ 2 กําหนดปริมาณ ตวัแปรตนและตามแปรตาม  
 พิจารณาจากปญหาที่ตองการทราบวา  จะตองพบัสวนของเสนตรงไปเปนมมุที่มีขนาดเทาใดจึงจะทําให 
สวนของเสนตรงที่พับขึ้นไปเปนมุม x นั้นประกอบเปนรูปสี่เหล่ียมคางหมูที่มีพืน้ที่มากที่สุด ดังนั้นปริมาณที่สําคัญ 
ประกอบดวยดังนี้ คือ 

W  แทน ความยาวของสวนของเสนตรง AD  
x   แทนขนาดของมุมที่พับขึ้นไป มีหนวยเปนองศา  
h   แทนความสูงของรูปสี่เหล่ียมคางหม ู 
A   แทนพื้นทีรู่ปสี่เหล่ียมคางหม ู
จะเห็นวาขนาดของพื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหมูจะเปลี่ยนไปตามขนาดของมุมที่พับขึ้นไป ดังนั้น 

ตัวแปรตน (x) คือขนาดของมุมที่พับขึ้นไปซึ่งมีคาเทากับ  x องศา และ  
ตัวแปรตาม (y)  คือขนาดของพื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหม ู

ขั้นตอนการสรางคาปริมาณตาง ๆ โดยใช GSP สามารถทําไดดังนี้คือ 
1. กําหนดพารามเิตอร W เทากบัคา ๆ หนึ่งสมมุติวาเทากับ 9 หนวย  เลือกเมนู กราฟ  พารามิเตอร ใหม  

จะไดกลองสี่เหล่ียม  พิมพในชองชื่อดวยอักษร W และ ชอง คา เปน  9 แลวเลือก ตกลง 



 
ภาพ 1 แสดงการกําหนดคาพารามิเตอร 

2. สรางสวนของเสนตรงใหยาวเทากับ W หนวยในระบบพิกัดฉาก โดยเลือกเมนูกราฟ  กําหนด  
ระบบพิกัด   จะไดระบบพิกดัฉาก XY 

- กําหนดจุดอิสระหนึ่งจุด เปนจุด A โดยเลือกเครื่องมือลงจุด  
- วัดพกิัดที่หนึ่ง และพิกดัที่สอง โดยเลือกจดุ A ตามดวยเมนู วัด พิกัดทีห่นึ่ง(x) และพิกัดที่สอง (y) 
- คํานวณคา  Ax W+  ไดจากการเลือกเมนู วดั ตามดวย คํานวณ จะไดกลองการคาํนวณ ใหม 

ใหเลือกคา  Ax + และคา W  แลวเลือก  ตกลง 
- ลงจุด Ax W+ กับ Ay  โดยเลือก  Ax W+ และ Ay  ตามลําดับ ตามดวยเมนู กราฟ 

และ ลงจุดแบบ (x, y)  จะไดจุดหนึ่งจุดใหเปนจดุ B   
- สรางสวนของเสนตรง  AB  ดวยการเลือก จุด A  และจุด B  ตามดวยเมนูสรางและ 

เมนูยอยสวนของเสนตรง จะไดสวนของเสนตรงที่ยาวเทากับ W 9=  หนวย 
 
 

  
 

                                           ภาพ 2 แสดงการสรางสวนของเสนตรงตามความยาวที่กําหนด 
 
ขั้นที่ 3 สรางฟงกชัน   
 หาความสัมพนัธระหวางตัวแปรตน (x) และ ตัวแปรตาม (y)  ในรูปของฟงกชันหนึ่งตวัแปร หรือ y f (x)=   

โดยพิจารณาจาก พื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหมู   1
2

= × (ผลบวกของดานคูขนาน×  สูง 

 ดังนั้นจะตองหาความยาวของดานคูขนานแตละดานและความสูงใหอยูในรูปของตวัแปร x  
ถายังไมสามารถที่จะสรางฟงกชัน y f (x)= ได อาจจะสรางแผนภาพหรือรูป ชวยใหมองภาพไดชัดเจนกอน 
 



ขั้นที่ 4 สรางแผนภาพหรือรูป    
 การสรางรูปสี่เหล่ียมคางหมทูี่สอดคลองกับสิ่งที่กําหนดให นั่นคือดานขางทั้งสองดานเกดิจาก การแบง 
สวนของเสนตรงออกเปนสามสวนเทา ๆ กันแลวจึงพับดานขางทั้งสองดานไปเปนมมุ x  องศา จะเกิดเปนรูปสี่เหล่ียม 
คางหมูตามตองการ ดังนี ้

1. แบงสวนของเสนตรง AB  ออกเปน 3 สวนเทา ๆ กัน  

- คํานวณหาคาของ W
3
โดยใชเมนูวัด แลวคํานวณคาของ                          และคํานวณ  

- ลงจุด A A(x W, y )+  และกาํหนดใหเปนจดุ C   โดยที่  WAC 3
3

= =  

- หาจุดแบงจุดที่สอง  และใหเปนจุด D  โดยใชการเลื่อนขนานดวยการระบุเวกเตอรนั่นคือเลือก จุด 
A และ C ตามลําดับ แลวเลือกเมนู การแปลง และระบุเวกเตอร แลวเลือกจุด C  กับเมนูการแปลง 
และเมนูยอยเล่ือนขนาน จะไดจดุ D  

3. พับดาน DB  และ CA  ขึ้นไปเปนมุมขนาด x องศา  โดยการสรางวงกลมสองวง ซ่ึงให D   และ C   
       เปนจุดศนูยกลาง รัศมี เทากับ CA และDB  ตามลําดับ   วงกลมทั้งสองตัดกนัที่จุด P  

- สรางสวนโคง BP  โดยเลือกจดุ D , B  และ P  ตามลําดับ แลวเลือกเมนู สราง   และเมนู ยอย  
สวนโคงบนวงกลม  

- กําหนดให E  เปนจุด บนสวนโคง BP  แลวสรางสวนของเสนตรง DE  
- วัดขนาดของมุม BDE  และคํานวณขนาดของมมุ BDE−   
- หมุนจดุ A ไปเปนมุม BDE−  ที่ใช C เปนจุดศูนยกลาง  จุดที่หมนุไปใหเปนจุด F  
- ลากสวนของเสนตรงประกอบกันเปนรูปสี่เหล่ียมคางหมู  ดังภาพขางลางนี้ 
        
 
 
 
 
 
                                ภาพ 3 แสดงวิธีการสรางรูปสี่เหลี่ยมคางหมู 
- ซอนวงกลมและวัตถุที่ไมการแสดง   
- ลากสวนสูงของรูปสี่เหล่ียมคางหมู จากจดุ E  มาตั้งฉากกบั AB  ที่จุด H  



 
 
 

 
                                                           ภาพ 4 แสดงการสรางภาพเพื่อใชในการสรางฟงกชัน 

จากภาพที่สรางขึ้นจะทําใหหาคาของพื้นที่ในรูปของตวัแปร x  งายขึ้น  ซ่ึง  EF CD 2DH= +  

และ wDH DE cos x cos x
3

= = ⋅  สวน  wh sin x
3

= ⋅  ดงันั้น 

 พื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหมู [ ]1CDEF CD EF h
2

= × + ×  

                                       1 w w w w2 cos x sin x
2 3 3 3 3

⎡ ⎤⎛ ⎞= × + + ⋅ × ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

                                                                ( )( )
2w sin x 1 cos x

9
= +  

ดังนั้นฟงกชันที่ตองการคือ   ( )( )
2wA sin x 1 cos x

9
= + หรือ  

   ( )( )
2wf (x) sin x 1 cos x

9
= +  

จะเห็นวาโดเมนของฟงกชัน หรือ คาของ x  ที่เปนไปไดทั้งหมด คือ 0 x 120≤ ≤o o  

หรือ  2x 0 x
3

⎧ ⎫π
≤ ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

 
 

 
 
 
                                  ภาพ 5 แสดงการคํานวณหาคาพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมคางหมู ที่ คาของมุม  x  ตาง ๆ 
ขั้นที่ 5 สรางตารางเพื่อลงจุด    
 1.  สรางตารางแสดงคาของ x  และพื้นที่ f (x)  เพือ่หาคาคาดเดาวา x จะเปนเทาไรจึงจะทําใหพื้นที ่
                   รูปสี่เหล่ียมคางหมูมีคามากทีสุ่ด โดยเลือก คา x และ พื้นทีรู่ปสี่เหลียม CDEF แลวเลือกเมนู กราฟ  และ  
                   สรางตาราง  เพิ่มตารางดวยการคลิกสองครั้งที่ตารางพรอมทั้งเล่ือนจุด E ที่เร่ิมตน จากคา xที่เปน 0  
                   และเพิ่มคา x ไปเรื่อย ๆ ประมาณ 20 คา 



 2.   ลงจุดในตาราง ดวยการเลือกตาราง และเลือกเมนกูราฟ และ ลงจุดขอมูลในตาราง จะไดภาพ 
       ดังขางลางนี้ 
 
 

 
 

 
 
 
 

                                                          ภาพ 5 แสดงการลงจุดจากตารางของคา x  และพ้ืนที่ f (x)  
 จากตารางและการลงจุดในตารางจะเหน็วา x  ที่ทําใหพืน้ทีม่ีคามากที่สุดนาจะเปน 60o  
 

ขั้นที่ 6 สรางรอยขีดและโลคสั   
 สรางรอยขีดและโลคัสเพื่อใหมองเห็นความสัมพันธระหวาง x กับ พื้นที่เปนไปอยางตอเนื่อง ซ่ึงทําได ดังนี้คือ 

1. ลงจุด P ดวยการเลือกคา x และพื้นที่รูปสี่เหล่ียม CDEF แลวเลือกเมนกูราฟ ตามดวยเมนูยอย ลงจดุ แบบ 

(x, y)   
2. สรางรอยขีด โดยเลือกจดุ P แลวเลือกเมนแูสดงผลและเมนูยอย สรางรอยจุดที่เขยีนแลว 
3. สรางปุมการเคลื่อนที่ใหกับจุด E  จะไดรอยขีดของจุด P เปนเสนโคงที่สอดคลองกับจุดที่ลงไวจากตาราง 
4. สรางโลคัสดวยการเลือก จดุอิสระ E  และจุด P  แลวจึงเลือกเมนู สราง ตามดวย เมนยูอยโลคัส 

 
 
 
 
 
 
 
                      
                                                              ภาพ 6 แสดงรอยขีดและโลคัส 



ขั้นที่ 7 เขียนกราฟของฟงกชัน   

 เลือกเมนู กราฟและเมนูยอย ฟงกชันใหม พิมพฟงกชัน 
2Wf (x) (sin x)(1 cos x)

9
= +  แลวเลือก ฟงกชัน  

ตามดวยเมนกูราฟ และเมนยูอย วาดกราฟของฟงกชันใหม 
 
ขั้นที่ 8 พิจารณาหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน   
 หาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันโดยใช GSP เลือกเมนูเครือ่งมือกําหนดเอง  เมนู  Graphing Toolkit 

ตามดวย เมนยูอย   Max/Min f”9x) = 0 ,Select f(x) – Seed Pt  และ เลือกฟงกชัน 
2Wf (x) (sin x)(1 cos x)

9
= +    

แลวนําเคอเซอรไปวางใกล ๆ กับจุดที่เปนจดุสูงสุดของฟงกชันในชวงของ0 x 120≤ ≤o o  หรืออาจจะใช  20 x
3
π

≤ ≤  

ก็ได  จะได คา x  ที่ทําให 
2Wf (x) (sin x)(1 cos x)

9
= +  มีคาสูงที่สุดพรอมทั้งแสดงคาสูงสุดดัง ภาพตอไปนี ้

 

 
 
                                    ภาพ 7  แสดงการเลือกใชเครื่องมือกําหนดเองในการหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน 
 
ขั้นที่ 9 ตรวจสอบความถูกตองดวยวิธีของแคลคูลัส 
 เปนขั้นที่นกัศกึษาจะตองใชความรูทางคณติศาสตรในเรือ่งของการประยุกตคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน ดังนี ้
 เนื่องจากพื้นทีรู่ปสี่เหล่ียมคางหมู   



 จากฟงกชัน  
2Wf (x) (sin x)(1 cos x)

9
= +   ,  0 x 120≤ ≤o o  

   
2d Wf '(x) (sin x)(1 cos x)

dx 9
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

    

            
2W d dsin x (1 cos x) (1 cos x) (sin x)

9 dx dx
⎡ ⎤= ⋅ + + + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 

            [ ]
2W sin x ( sin x) (1 cos x) (cos x)

9
= ⋅ − + + ⋅  

            
2

2 2W sin x cos x cos x)
9

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦  

 หาคา x  ที่ทําให f '(x) 0= >   จะไดวา  
2

2 2W sin x cos x cos x) 0
9

⎡ ⎤− + + =⎣ ⎦  

                            2 2sin x cos x cos x 0− + + =  
                   2 2(1 cos x) cos x cos x 0− − + + =  
                                                  22cos x cos x 1 0+ − =  
                  (cos x 1)(2cos x 1) 0+ − =  

                                                            1cos x 1,
2

= −  

       x 180 , 60= o o  
 ตรวจสอบคา x ที่ทําให f (x) มีคาสูงสุดในชวง 0 x 120≤ ≤o o  จะไดวา x 60= o  จะไดคา 

f (x)  ที่สูงที่สุด คือ 
29f (x) (sin 60 )(1 cos60 ) 11.68013

9
= + ≈o o  หรือในกรณทีั่วไป 

                                
2Wf (x) (sin 60 )(1 cos60 )

9
= +o o  

 
ขั้นที่ 10 ขั้นนาํเสนอ    
 เปนขั้นตอนของการนําความรูดานคณิตศาสตรและศิลปะมาใชในการนําเสนอขั้นตอนการแกโจทยปญหาตั้งแ
ตเร่ิมตนจนถึงขั้นคนพบขอความจริงตาง ๆ นักศึกษาแตละคนจะมีความคิดสรางสรรคเปนของ ตนเอง 
เลือกรูปแบบที่เหมาะสม สวยงาม  จากโจทยปญหาที่วา 
 
 



 จะพบวาขนาดของมุมที่ทําใหพื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหมูมพีื้นที่มากที่สุดคือ x 60= o และ คาของ พื้นที่ 

ที่มากที่สุด คือ 
2Wf (x) (sin 60 )(1 cos60 )

9
= +o o  

 ขอเสนอแนะในการสํารวจเพิ่มเติมจากโจทยปญหานี้ คอื 
1. ขนาดของมุมที่ทําใหพืน้ที่รูปสี่เหล่ียมคางหมูมีคามากทีสุ่ดจะเปลี่ยนไปหรือไม ถาปรับเปลี่ยน 

คาพารามิเตอรของ W  
2. ถาแบงสวนของเสนตรง AD เปน 3 สวน แตไมจําเปนตองเทากันขนาดของมุมจะคงเดมิหรือไม 
3. จากขอเท็จจริงที่คนพบนี้ สามารถนําไปใชประโยชนในชีวิตประจําวันเรื่องใดบาง เชน 

นําไปประยุกตในการสรางรางน้ําที่รองรับปริมาณน้ําไดมากที่สุด เปนตน 
 จะเห็นวาโมเดลการแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันทั้ง 10 ขั้นตอนนี้ ถึงแมวาจะมี ขั้นตอน มากถึง 
10 ขั้นตอนกต็าม แตผูวจิัยมองเห็นวาทุก ๆ ขั้นตอนจะสงเสริมใหนกัศึกษามีทกัษะ/ กระบวน การคิดทางคณติศาสตร 
เปนอยางดี โดยไมไดเนนวาทําอยางไรจึงจะไดคําตอบที่เร็วที่สุดโดยทีไ่มไดคิดวิเคราะหตาม กระบวนการที่ควร จะเปน 
ไป ตามจุดประสงคของการเรียนการสอคณิตศาสตร 
  

3.  กรณีศึกษา 
 หลังจากที่ทุกคนไดรับโจทยปญหาแลวจะเหน็วาทกุคนตื่นเตนมาก บางคนก็วิตกกังวลวาจะแปล    โจทยแลว 
ไมเขาใจ บางคนอาจจะไดรับโจทยทียุงยากซับซอนบาง        ซ่ึงอาจารยจะเลือกโจทยขอที่ยากใหกบันักศึกษาที่เรียนดี  
ถานักศึกษาทีแ่ปลโจทยแลวไมเขาใจเทาทีค่วร       สามารถขอคําแนะนําหรือปรึกษากับ เพื่อน ๆ ได     อาจจะมบีางคน 
ที่ใชโปรแกรมสําเร็จรูปในการแปล จากอินเทอรเน็ต ผูวิจยัมีความรูสึกวานี่เปน        บรรยากาศของการเรียนรูที่แทจริง      
เหตุที่ ผูวิจยัไมใหโจทยขอเดียวกันนั้นเพราะวาไมสามารถควบคุมวานักศึกษาจะไมคัดลอกงานกันมาสง      ผูวิจัยเปด 
โทรศัพทมือถือไวตลอดเวลาเพื่อใหคําปรกึษา นกัศึกษาจะ ติดตามหาอาจารยอยูตลอดเวลา  กลาถาม กลาตอบ  บางครั้ง 
ก็แสดงความคดิเห็นวา เปนครั้งแรกที่ไดรูจกัการคนควาหาความรูดวยตนเองทําใหรูจกัคิด  หาเหตุผลผูวิจัย ไดรวบรวม 
และสังเกตพฤติกรรมของนักศึกษาระดับปริญญาตรี   สาขาคณิตศาสตร 31 คน    และนักศกึษาปรญิญาโท    สาขา 
คณิตศาสตร ศึกษาสารสนเทศ 2 คน ในการแกโจทยปญหาตามโมเดลที่วางไว ซ่ึงอาจะปรับเปลี่ยนหรือ ประยุกตได 
ตามความเหมาะสม ในแตละขั้นตอนไดผลดังนี้ คือ 
 

 
 
 



ตาราง 1  แสดง เปอรเซ็นตของนักศึกษาทีท่ําไดในแตละขั้นตอนของโมเดลการแกโจทยปญหา 
                         คาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันโดยใช GSP 
 

ขั้นที่ กิจกรรม เปอรเซนตของนักศึกษาที่ทําได 
1 แปลโจทย 100.00 
2 กําหนดปริมาณ ตัวแปรตนและตามแปรตาม 80.30 
3 สรางฟงกชัน 75.76 
4 สรางแผนภาพหรือรูป 90.90 
5 สรางตารางเพื่อลงจุด 57.58 
6 สรางรอยขีดและโลคัส 56.82 
7 เขียนกราฟของฟงกชัน 65.15 
8 พิจารณาหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชัน   50.00 
9 ตรวจสอบความถูกตองดวยแคลคูลัส 40.90 
10 ขั้นนําเสนอ 80.00 

 
 จากตารางขางตนแสดงใหเหน็วานกัศึกษาทั้งหมดที่เปนกรณีศึกษา           สามารถแปลโจทยภาษาองักฤษ ได 
ทุกคน  ทั้งนี้เพราะวาจะตองเขาใจโจทยปญหาเปนอยางดี จึงจะแกปญหาได นกัศึกษา จะปรึกษากนั คนควาถามอาจารย   
ซ่ึงถาไมเขาใจหรือแปลโจทยผิดจะทําใหทกุขั้นตอนผิดหมด สวนความสามารถใน การใชโปรแกรม GSP  ในการสราง 
แผนภาพและการนําเสนอทีแ่สดงการเคลือ่นไหวไดดีมาก  เร่ืองที่จะตอง ปรับปรุง และทําความเขาใจใหมากขึ้นคอืเร่ือง  
ของการกําหนดตัวแปรตน   ตัวแปรตาม      การสรางฟงกชัน ถานักศกึษากําหนดฟงกชันไมถูกตอง    จะทําใหการสราง 
ตาราง เพื่อลงจุด  การสรางรอยขีดและโลคสัจะผิด ตามไปดวย โดยทีน่กัศึกษาจํานวนมากยังไมสามารถพิจารณา และ 
ตรวจสอบความถูกตองได 
 ดวยเหตนุี้เองที่ผูวิจัยมีความสนใจที่จะศึกษาหา แนวทางในการสรางทักษะ/ กระบวนการทาง คณิตศาสตร 
ใหกับนักศกึษาในระดับตาง ๆ กับทุก ๆ เนือ้หาของวิชาคณิตศาสตรในทุก ๆ ระดับชัน้โดยนํา GSP มาเปนกิจกรมที่ 
สรางความสนใจและกระตุนใหเกิดความคดิที่ถูกตอง โดยท่ีไมทิ้งสวนที่เปนเนื้อหาเดิม เพียงแตปรับเปลี่ยน กระบวน 
การเรียนการสอนไมนาเบื่อและใหทันสมยัตอการเปลี่ยนของเทคโนโลยีสารสนเทศตาง ๆ 
 

4.  ตัวอยางผลงาน 
 ตัวอยางผลงาน การแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุดของฟงกชันโดยใช GSP ของนักศึกษา ระดับปริญญาโท  



คนหนึ่งที่สอนในระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย และมีความสามารถในการใชโปรแกรม GSP ในระดบัดี   ซ่ึงแสดง 
ขั้นตอนของโมเดลดังกลาวไดเปนอยางดี  ดังนี ้

 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            ภาพ 8 แสดง ตัวอยางการนําเสนอผลงานของนักศึกษาทั้ง 10 ขั้นตอนของ การแกโจทยปญหาคาสูงสุดต่ําสุด 
                                  ของฟงกชันโดยใช GSP 
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