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摘要 

我们一直争论不休的一个问题是：我们期望一位未来的数学教师——他或她，在

开始教学之前，究竟应该具备多少的数学学科知识。许多教育工作者并不同意单纯依

据考试测定一个人的数学知识，而这已经导致将很多知识内容被塞进数学课程。问题

的实质在于一个人如何才能建立起对数学的毕生的兴趣爱好，以及怎样才能创造性地

解决他们平时遇到的问题。技术的创新应用能提供一些有益的帮助吗？总之，一般而

言，对于数学课程我们可以有如下的一致意见： 

1. 我们可以预计，为了提高学生的数学知识水平，被整合到数学课程中的技

术工具的创新性应用将越来越来多。 

2. 促使学习者尽早地理解数学，从而积极地发现更多的数学是一个重要的任

务。 

1. 引言 

我们经常可以听到如此的评论，“你的数学测试不够好，因此你并不出色。”或者

“你在做数学方面不够出色。”这些评论经常导致学生极其迅速的丧失对数学的兴趣。

它也反映在传统的评价学生学习的方式上，教师“主导”了极大多数的学习内容和环

境，学生只是简单地“接受”或“顺从”他们所被传授的教学。 

另一方面，技术工具迅速地发展，我们可以使学习者能够发展他们的学习水平，

拓展他们获取必要信息的方法。无论何时何处，学习者都能够研究合适的知识，他们

不仅学习预期的传统课程知识，而且也可以在运用技术工具探索课题的同时获得其他

有用的知识。因此现在理应考虑发展交叉的课程知识，其中包括我们一致认定需要覆

盖的固定的静态知识课题，而且也包括当技术工具加入进来获得了新发现时所形成的



 

动态知识。 

这不是我们可以往数学课程挤进多少知识，而是学生可以吸收并运用多少知识的

问题。在各个国家，对于未来的数学教师，都没有专门的公式，用来表示需要多少那

样的知识；我们可以肯定的说，一位教师具有那样的知识越多，对我们整个教育系统

就会更好。2D-3D 可视化工具已经成为帮助学生理解抽象复杂的知识的主要的驱动性

力量。基本的代数运算技能是学生在数学上取得成功所必需的；与此同时，可以明显

的看到，只有当学生通过探索理解如何导出一个定理或公式，而不是通过若干小时的

反复操练式的训练时，他们才能发现更多的数学。教师、家长和社会应该鼓励学生创

新地（及时适当的）运用技术工具探索发现更多的数学。 

在下面的第 2小节，我们将描述各个国家未来教师的学科知识情况。第 3小节，

我们将论及创造力的重要性，并给出一些有助于理解我们观点的案例。 

2. 学科知识 

以下为美国教育系统的一些问题： 

1．文章“教育危机（Educational Crisis）”（见〔1〕），正确指出了美国数学教师

教育的许多基本问题。 

2．文章“美国中学数学教师在国际同行中显得准备不足” （见〔2〕），密歇根

州立大学著名教授 William Schmidt 指出“我们未来的教师没有获得足够的数学教育，

还没有准备好教授中学所需要的、能适应未来国际竞争的数学课程，”。 

3．1999 年的一份研究表明有 49%的七年级数学教师没有达到数学辅修的水平（见

〔3〕）。 

4．事实上许多大学毕业的学生必须补习数学课程。（见〔4〕） 

5．在美国我们无法要求未来的中学教师完成微积分课程的系列内容，其根本原

因在于他们不需要教授微积分又何必需要完成微积分课程的学习呢？。 

6．从排名前三位的大学中选择执业资格教师所设定的标准过高——See 10 steps 

to World-Class Schools（见〔7〕）。 

环视以上所论及的各个问题，美国的许多教育工作者感到困惑，我们该如何期望

没有足够的基础知识的未来的数学教师会在教学中表现良好。那么未来的初中（或高

中）学校的教师需要学习多少数学？讨论这个问题的答案已经超越了本文的研究范

围，然而我们可以看看韩国的情况。Seoul国立大学为未来的中学数学教师所设置的



 

高水平的数学课程（Kwon Oh Nam提供）包括抽象代数、实分析、拓扑等等。对此美

国的数学教育工作者可能立即会想到美国不可能有同样的设置。我们进一步注意到美

国和其他国家（以韩国为例）的中学生的一个主要的差别是，一个韩国中学生没有把

数学课程作为选修课的权利，数学是他或她为了学业成功所必需掌握的，不管他或她

未来的目标是什么。简而言之，在韩国没有学习数学就意味着没有接受大学教育的机

会（参见[5]）。讨论美国和韩国的教育体系如此不同的原因，已经超出了本文的研

究范围。但有个关键的原因不得不提，就是在美国许多学生选择职业时不愿意当教师，

因为在教学领域的薪资水平与其他职业相比没有什么竞争力。 

我们看到在很多亚太地区国家的数学课程中有许多高深的内容，这里有许多原因.

许多国家对大学甚至高中都要求各类入学考试。来自家长、教师和社会的高期望使得

学生要花大量的时间在做家庭作业上。随后，国际数学奥林匹克（IMO）补习班开始

在中国盛行就不让人吃惊了。（一个简要的中国的IMO历史，见[6]）。）记住在亚洲的

许多学生是“服从”和“接受”他们所教的一切。他们一般倾向于在课堂中很少提出

问题，这样教师一堂课就能教更多的内容。因此，学生没有选择的余地，只能接受和

完成他们在毕业前所要求的所有学科。许多学生仅仅为了通过考试而记住了公式，而

没有理解一个公式是怎么推导来的。 

对这种情况的一个直接的批评就是当涉及到解决现实生活中的应用问题时，那些

学生缺乏创造力和应变能力。而且，对考试的过分强调会让许多日后可能会对数学感

兴趣的学生也丧失对数学的兴趣。应该给学生机会，把他们在课堂中所学的数学知识

和真实生活中的应用接合在一起。创新思维能力对一些数学课程变得至关重要。 

 

3．创造力不是来自于反复操练，而是来自于探索。 

很明显数学学科知识和创造力对数学课程都很重要。数学基础知识和基本技能是

两个基础在[16]中会被提及。我们需要经常检验和更新那些对学习者是必须的知识。

当然，我们看到在许多亚太地区的数学课程改革趋向于使用更多的现代技术。 

 2000年，台湾教育部：数学应该让80%的学生感觉容易。可以使用计算器和/

或计算机来代替复杂的代数运算。 

 2001年，中国公布国家课程标准实验稿：“填鸭式”被“解决现实生活中的

数学问题”取而代之。下面这些类型的问题从允许使用科学计算器的上海地



 

区的高考中消失了：比较
7.06 ，7

6
和

6
7.0log 的大小；求log(20) + 25

100log  。他们

已经提议用多种标准来评价学生的成就，而不是仅仅依据单一的考试。 

 2009年9月，新加坡教育部规定：A水平考试者能使用被认可的图形计算器（没

有CAS）。这只是在A水平的数学考试中使用，而不是其他学科（例如物理）。

图形计算器在O水平考试中不允许使用。（谢谢Ang Keng Cheng提供信息） 

 澳大利亚在关于计算器在高中的使用上，每个州有他们各自的规定。有几个

州，例如西澳大利亚州，维多利亚州，塔斯马尼亚州和昆士兰州都规定可以

使用或者正打算在学校教学中和客观性考试中使用CAS系统，这些考试对进

入大学至关重要。各地进入的时间表有所不同，这些州的课程大纲和评价也

有所不同。在澳大利亚没有全国统一的考试和课程标准。（谢谢Barry Kissane

提供的信息）。 

 在印度，7000名高中学生使用MATHLAB系统进行数学实验。 

 马来西亚教育部在许多年前就积极地提供图形计算器给学校的教师。技术工

具已经与数学课程溶为一体。已经实现了“每一个数学和科学教师都有一台

掌上电脑”的目标。 

 2004年的法国：教育部增设技术能力的考查作为未来数学教师的口试的一部

分（在数学研究生教育中）。 

从上述内容我们可以看出技术工具已经在许多国家的主要考试中扮演了一个重

要的角色。因此，教师必需重新设计他们的教学内容，希望更多的课堂探索（使用技

术工具）将使更多的学生对数学感兴趣。在以下的两部分，我们将描述一些课堂中的

探索活动，这些活动将有助于学生理解一些困难的概念，甚至让学生发现数学。 

3.1死记硬背住的公式将仅仅持续一个测验的时间 

我猜想如果我们在代数运算之前介绍更多的几何学和图形表征，许多学生不会这

么早就丧失对数学的兴趣。我们希望不断进步的技术工具能帮助未来的教师在他们开

始真正从事教学工作之前学习足够多的数学知识。我们应该意识到由于新的高级技术

工具的使用，各个学习者发现新的领域成为可能。 

老子说：“授人以鱼，不如授之以渔，授人以鱼只救一时之及，授人以渔则可解

一生之需。”我则说：记住一个公式可能让你通过一个考试；理解一个公式则能让你

在一生中发现更多的数学。 



 

我想起当我高中时，我被告知一个点 ),,( 111 zyxP 到平面ax + by + cz + d = 0的距离

公式是 

�

我和其他同班同学一样，几乎不关注这个公式是怎么推导出来的，因为在50分钟的测

验中几乎没有时间去考虑这个公式的来历。 

在向量计算中有两个重要概念，一个是点积（数量积） ba  ；另一个是叉积（向

量积） ba ，这里 ba, 是
nR 中的两个向量。然而，许多学生只记住 ba  定义成 iiba

或者
cos ba
，或者错误的理解为，当 ba, 是

2R 中的两个向量时， ba  是向量 ba, 确

定的平行四边形的面积。一些学生不同意 ba  表示由向量 ba, 确定的平行四边形的面

积，不是因为他们完全理解了 ba, 和 ba 各自的几何解释，而是因为他们记住了由向

量 ba, 确定的平行四边形的面积公式应该是 |||| ba 而不是 ba  ，因而我们将更详细的

探索 ba 和 ba  。对于在2D中的两个向量 a和b ， ba  表示被向量 a和 b 所确定的平

行四边形面积，这里 b 是和向量b 垂直的向量，数量上和b 相等，我们通过观察图形

1（a）和1（b）来总结这个内容，有兴趣的读者可以进一步使用网上由日本的IES开

发的JAVA程序进行探索（见[8]）. 

 
                                                  图1(a),1（b）点乘 

对于在2D中的两个向量 a和b ，根据叉积的定义有 ba = nba )sin(  ，此处 n



 

是一个和a和b 都垂直的单位向量，它的方向由右手法则给出， ba 等于由向量a和

b 确定的平行四边形面积，[9]中的JAVA程序允许我们从几何的角度来形象化这个结

论。 

结合我们对于 ba  和 ba 探索的思路，不难理解为什么在3D中由三个向量a，b

和 c确定的平行六面体的体积可以写成： 

)( cba  = cos cba ， 

这里为由向量b 和c所确定的平面的法向量 n和向量 a之间的夹角。可以进一步

通过一个JAVA程序来探索相关内容（见[10]）。此外，
)cos( a
的结果表示了平行六

面体的高，它也能被用来求点到平面的距离。此外，我们发现由三个向量 ba, 和 c确

定的平行六面体的体积实际上等于由向量 a 和  )( cb 确定的平行四边形面积，

 )( cb 是垂直于向量 cb 并且大小与其相同的向量，我们注意到  )( cb 为一个由向

量b 和 c所确定的平面上的任意一个向量。我们“发现了”一个附带的观察结果，这

个在正规的教科书中一般不会提及。不难看出，由于高级技术工具的使用，更多的有

趣的数学结论能被探索和发现。 

下面我们来说明传统定理的证明有时能用几何作图的方法来进行，这样可以使证

明更有趣和直观。 

例1 关于中值定理或柯西中值定理的证明。这是两个在应用数学中很有价值的定

理。然而，当提到其中任何一个定理的证明时，很多人都不能回忆起证明方法，这并

不让人惊奇。 

例如，如下的中值定理： 

设函数 Rbaf ],[: 在区间[a,b]中连续，在(a,b)中可微。那么在区间（a,b）中必

定存在点 0x ，使 

ab

afbf
xf





)()(

)(' 0  

为了证明这个定理，在许多传统的教科书中，按下面的表达式引入引入辅助函数

h， 



 

))(
)()(
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ab

afbf
xfxh 




 。 

 

于是我们可以验证h满足罗尔中值定理的条件，从而推论出在区间(a,b)中有一个

点c,使得 0)(' ch ，因而中值定理成立。其实，我们能引导学生从几何的角度去观察

函数h是怎样构造出来的。假设这条兰色曲线（较深的一条）为函数()�=�cos()

的图像，在如下图所示的区间 )725.0,
2

(),(


ba 上满足中值定理的条件。连接位于

函数 )(xfy  上的点 ),0,
2

(


A )725.0(,725.0( fB 的线段AB，回答下面的问题： 

如果我们旋转线段AB（这里线段AB的端点在函数的图像上），使AB成为一条

水平方向的线段，则原函数的图像出现怎样的变化？文章[11]提供了利用动态几何和

CAS 的方法来探索 h(x)几何意义的过程，绿色的曲线或亮色曲线正好是我们想求的

函数 h(x)（通过观察距离 EF=距离 GD），我们对 h(x) 运用罗尔定理即可得证. 

 

 

                         图∈ 两个函数和弦的图像。 

我们能用一个类似的方式来证明柯西中值定理（CMV）。CMV的证明如下： 

假设函数 Rbaf ],[: 和 Rbag ],[: 是连续的，它们在区间 ),( ba 中是可导的。

而且，假设对于 ),( ba 中所有的 t， 0)(' tg 。于是在 ),( ba 中有一个点t，满足                  

)('

)('

)()(

)()(

tg

tf

agbg

afbf





。 



 

我们很少看到为什么会有 f 和 g 两个函数以及这个结论是怎样获得的的几何解

释。在文章[11]，总结了怎样通过以上在证明拉格朗日中值定理中描述的拓展思想，

利用几何方法来证明CMV的过程。  

1．假设函数f和g满足柯西中值定理的条件，这个定理能被解释成由如下的参数

方程确定的参数方程曲线，其中t为参数： 

)](),([)( tftgtP   

存在 bta  ，其斜率与从点 ))(),(( afag 到点 ))(),(( bfbg 的弦的斜率相同。 

2．等价地，如果我们应用中值定理于极坐标方程=�()的图像，可以将极坐

标写成参数方程形式�

)],(),([)]sin()(),cos()([)](),([ tftgtthtthtytx  �

那样我们可以获得柯西中值定理的结论（详见[11]）。�

通过这个例子，我们看到图形和几何动画可以使更多的读者感到数学更容易接近

和有趣。计算机代数系统（CAS）也为一些学习者分析证明和进行数学挑战提供了帮

助。�

3.2 技术工具发展所带来的内容进展�

我们进一步使用下面两个例子来证明传统内容可以整合进更多的现实生活的应

用问题。更重要的是当技术工具不断发展时，学习者能发现更多的数学。这一点与全

美科学基金会推进科学，技术，工程和数学项目（STEM）的意见相一致（见[12]）。

我们需要把数学和其他应用学科整合在一起。我们通过下面的例子说明这一点。学生

学习求函数f(x)的反函数的方法，在预科微积分是求一个函数()，它关于直线 xy 

和 )(xfy  对称。�

例2 我们把求一条参数曲线关于直线 bmxy  的逆象的方法到求一个在曲线

1C 上的光源 B关于在曲线 2C 上的一个动点P的反射光，我们称为 'B 。这个点 'B 的轨

迹称为正交曲线（orthotomic curve），它和焦散曲线（caustic curve）的概念有

关。这个概念也能被拓展为3D中的相应概念。关于这个问题的完整描述可见[13]。 

这个问题能用物理学中的光学知识轻松地探索。如图3（a），此处

]2,0[],2sinsin2,2coscos2[)](),([ 111  ttttttytxC （心脏线），以及



 

)]sin(2,[)](,[2 sssfsC  （下图中的正弦曲线）。我们选择在曲线 1C 上的光源B，

令 )](),([3 tqtpC  是 1C 的关于 2C 在点P的切线的反射映象。对于一个在 1C 上固定的点

B( 1C 上的光点源)，在曲线 1C 上的B点关于曲线 2C 上的动点P的反射，这个我们记为 'B ,

这个点 'B 的轨迹被称为正交曲线。于是我们得到下面的观察结果： 

1．图3（b）所示的 2C 的相对于B的正交曲线，可以使用一个动态几何软件例如

Geometry Expression（见【19】）进行实验，并使用一个CAS例如maple加以验证。 

 

           图3（a）原始曲线以及图3（b）原始曲线和切距曲线 

2.选择 1C 上的另一个光源C,我们得到另一条关于C的曲线 2C 的正交曲线（图3中

黑或暗色的曲线）。利用Geometry Expression的“拖动”的方式，我们立即发现下面

的观察结果（见图3（c））：当点B靠近点C时，橘黄色的正交曲线（或者比较亮的

曲线）靠近黑色的正交曲线（较黑的一条） 



 

 

图3（c）两条orthotomic 曲线 

3．黑色正交曲线的尖点出现在2的拐点上。�

在过去，上面的所有观察结果在没有适当的技术工具的情况下很难认识清楚。 

在光学中，我们经常听到这个术语“焦散曲线”。它能看作由一个曲线的反射线

所形成的包络。我们首先记一条曲线C的渐屈线是它的所有曲率中心的集合；它相当

于C的所有法线的包络。可以知道来自一个光源O的曲线C的反射线产生的焦散线（曲

线C关于点O的焦散线）等价于求关于O的曲线C的正交的渐屈线。或者等价于，焦散

曲线是关于点O的所给曲线的正交的法线族的曲率的中心。我们可以使用一个JAVA

程序（见[15]）来探索正交曲线和焦散曲线之间的关系，用其他方式可能很难说明这

个关系。 

第一步：产生原始曲线使得它大致像一个椭圆（见图 4）： 



 

 
图 4，产生一条曲线 

第二步：接下来，选择这条曲线然后点击“Orthotomic Curve”，图像应该是图5

这样，注意红色的中心点为光源点。 

 

                       图5 原始曲线和它的正交曲线 

第3步：现在选择正交的法线族，这个图形应该看上去如图6： 

 
图6 原始曲线，它的正交曲线和正交的渐屈线 



 

第4步：点击焦散曲线，注意下面的图形，我们发现焦散曲线是一个关于O点（红

色或中心点）的所给曲线的正交法线族的曲率的中心的集合。 

 

图7，原始曲线，它的正交曲线和焦散曲线 

这些几何上得到的观察结果和代数方法相一致，能使用如MAPLE这样的计算机

代数系统来验证。例如，我们考虑椭圆 ]sin
5

6
,cos

5

7
[ ss ，此时 ]2,0[ s ，椭圆关于原

点O的正交曲线，能被表示为（见[13]）如下： 
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我们绘制原始的椭圆（绿色或内部的那个椭圆），它的正交曲线（兰色或外部的

那个椭圆），以及它的焦散曲线，显示为红色的曲线（在内部椭圆的中心），都在图

8中显示。 

 



 

 
                      图8 一个椭圆，正交曲线和焦散曲线 

我们注意到图7实际上和图8是相似的，而且图7可以从几何角度的探索来获得，

图8可以在在一些完整的理论和代数证明之后获得。明显，几何方法为学习者提供了

关键的直观认识和对学习者的促进作用，代数方法为想要做的更多的学生提供了挑战

的机会。这个例子也揭示了，当学习者既拥有足够多的学科知识，也拥有操作最新技

术工具的技能时，他们可以从数学的角度探索其他应用学科中的许多复杂概念。  

接下来，我们探索求在空间的曲面和平面上的不相交的曲线上的平方距离和的全

局极小值一个例子。这个几何解释将有助于学生理解拉格朗日乘数法和线性代数中学

到的概念。 

例3 给定四个空间中的凸面，各自表面分别为橘黄色，黄色，蓝色和紫色（如图

9），分别记为 321 ,, SSS 以及 4S 。求 1S （橘黄色的或者在左边较底角落的那一个），

S2（黄色的或者在右边较低角落的那一个，S3（蓝色的或在上面右边的那一个）以及

S4（紫色或这个在左边上面的那个）上的点A，B，C和D，使得AB +AC +AD的距离和为

最小值。 



 

 
图9 四个凸面的最短的平方距离和（感谢J.J. Dahan) 

这个例子的详细内容能在文章[14]中找到。我们可以从下面的预备问题来开始这

个问题： 

如果有两个不相交的曲线或曲面在各自的空间中，这两条曲线和曲面间的最短距

离是什么？利用一个动态几何软件进行探索，不难发现这个最短距离出现在连接各自

曲线或平面的点的线段正好垂直于该点的切线或切平面。我们通过下面的图10（a）

和10(b)来演示。 

 

图10（a）和(b)在两条曲线和两个曲面之间的最短距离 

我们类推这个思想去求一条曲线（如下图中的正弦曲线）到两条其他的曲线——

一条是抛物线，另一条是圆——的最小平方距离和，可以观察下面的图形11。这个图

是否告诉了我们应该怎样确定正弦曲线上的法向量的位置以及另外的两个向量？这

个后面会很清楚。 



 

 
图11. 从一条曲线到另外的两条曲线的最小的平方距离和 

我们注意在如图中求最短的平方距离和++所得到的重要观察结

果，从几何的角度能被概述如下：

1.向量AB应该是平行于曲面2上的B点的法向量.这个等价于�

)( 22 atBSAB   对某些 2 . 

2.向量AC应该平行于曲面3上点的法向量这个等价于

)( 33 atCSAC   对某些 3 . 

3.向量AD应该平行于曲面4上点的法向量这个等价于

)( 24 atDSAD   对某些 4 . 

为了得到++的最小值,我们应该设置点A,使得 1S 在A点的法向量和

++的方向相同这就等于说我们能求得 1 使得

).()()()( 24332211 atDSatCSatBSatAS    

下面的定理总结了我们以上所讨论的,证明可以在参考文献[14]中找到. 

定理4 如果这个平方距离函数的和为 

2
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2
0011 )()(  。 

这个例子更进一步显示了如果学生能把合适的最新的技术工具和恰当的知识内

容相结合的话，有大量有趣的问题在等着我们去探索；同时也说明了学生能够把他们

在微积分和线性代数中所学的概念结合在一起也是很重要的。因此，当我们考虑数学

课程改革时，需要考虑正确的内容之间的超链接方式。这个例子进一步证明了当学生

解决一个问题时，一个问题的几何解释将为学生掌握关键的概念提供至关重要的直观

认识和促进作用。直观认识将更多的帮助学生建立猜想和怎样在适当的时机操作一个

CAS来验证他们的猜想的策略。�

 

4.结论 

随着日益发展的技术工具的出现，解析几何学中的问题、甚至微分几何中的问题，

我们都可以用实验的方法来研究 (见【17】，和【18】)，而要用别的方式来进行（实

验）是很困难的一件事。就像我们从上面的讨论中所知道的，各个国家的数学课程是

不同的，我们只能吸取全世界的意见来解决我们自己的问题。决策者需要采纳各方面

的意见，了解什么技术工具是适合学生用的，然后在各自的国家中做出最好的决定。 

许多人会同意在美国未来的中学数学教师 (至少) 有必要完成微积分课程，然

而，（暂时）很难实行这个计划。不过，技术工具可能帮助我们从图形和几何的角度

直观地引入微积分概念，而不是从很抽象的代数的角度。尽管许多亚太地区的国家明

确赞同数学课程需要一定量有深度的内容知识，我们也需要提醒注意如下的问题： 

1. 学生仅需要记住定理的证明吗？ 

2. 学生是否允许求解探索性项目的问题？它不在于教师在一个学期能教多少内容，

而是看学生能应用多少数学内容。 

3. 我们感兴趣的是学生能把数学技能应用于他们的整个生活中，而不是仅仅通过一

个考试。 

4. 为了考试的教学只会让更多的学生不喜欢数学。 

5. 数学应该按照跨学科的方式来教学。数学应该是一个可以在真实世界中应用的学

科。 



 

 

提供足够的数学内容和激发学生的创造性思维能力是数学课程的关键。信息技术

确实不能解决我们的所有问题，但是将会辅助我们在数学知识和创造力之间达到一个

平衡。把技术工具应用到教学当中不是区区小事，而是未来很长时间内与时俱进（伴

随的）的一个教学课题。许多学生在进大学之前，因为在代数运算技能的缺乏，已经

对数学失去了自信或兴趣。因此，我的观点是，开发一个课程让教师知道何时、怎样

更多利用直觉和激情介绍数学，使更多的学生在年幼时就能意识到数学的趣味性和易

理解性是非常紧迫（必要）的。 
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